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Tóm tắt: Bài báo tập trung phát triển lời giải số dùng phần tử Hybrid cho bài toán truyền nhiệt 
trong kết cấu bê tông mới đổ, có kể đến nguồn nhiệt bên trong sinh ra bởi quá trình thủy hóa của xi 
măng (phản ứng giữa xi măng với nước). Mô hình toán học của bài toán dựa trên phương trình truyền 
nhiệt theo định luật Fourier. Sự truyền nhiệt giữa bê tông và môi trường bên ngoài thông qua các cơ 
chế đối lưu, bức xạ được kể đến trong mô hình bài toán. Nguồn nhiệt được mô hình dựa trên dạng 
định luật Arrhenius’s law đối với phản ứng hóa học trong đó tính đến độ thủy hóa của xi măng. 
Trường nhiệt độ và độ thủy hóa là hai biến kiểm soát xấp xỉ trên miền phần tử, trong khi dòng nhiệt 
(heat flux) xấp xỉ trên biên phần tử (biên Dirichlet). Sự xấp xỉ nhiều biến đồng thời này tạo ra tên gọi 
“Hybrid”. Đa thức xấp xỉ và hàm dạng là hoàn toàn độc lập. Các trường xấp xỉ không phụ thuộc lẫn 
nhau thông qua dạng và bậc đa thức. Kết quả của bài toán thu được với sự hội tụ cao khi dùng hệ lưới 
thô (số lượng phần tử rất thấp), trong khi linh hoạt được việc thay đổi bậc đa thức xấp xỉ. Bài toán áp 
dụng là một sàn bê tông cốt thép trên nền cọc nhồi với chiều dày 35 cm của nhà kho chứa sữa được 
lựa chọn phân tích với mô hình Hybrid. Lời giải Hybrid (nhiệt độ) với mô hình lưới thô (một phần tử) 
đạt được sự hội tụ đến kết quả đo, và có độ chính xác cao hơn lời giải tương ứng từ phần mềm Midas 
Civil khi dùng FEM thông thường. Sự khác biệt giữa nhiệt độ từ lời giải Hybrid và kết quả đo dưới 
5%. Điều kiện biên được lời giải Hybrid mô hình rất tốt thông qua định luật Newton’s cooling law áp 
dụng cho các biên đối lưu. 

Từ khóa: Bê tông mới đổ, dòng nhiệt, độ thủy hóa, phần tử Hybrid. 
Mã phân loại: 11.2 
Abstract: The research focuses on developing a numerical solution using Hybrid elements for the 

heat transfer problem in early-aged concrete structures, taking into account the internal heat 
generated by the hydration of cement. The mathematical model of the problem is based on the heat 
transfer equation using Fourier's law. The heat transfer between concrete and the outside environment 
through convection and radiation modes is considered in the problem model. The heat source is 
modeled by a type of Arrhenius's law for chemical reactions, including the hydration degree of the 
cement. The temperature and hydration fields are the two-state variables that are approximated in the 
element domain, while the heat flux is chosen to approximate independently on its boundaries 
(Dirichlet boundaries). This simultaneous approximation gives rise to the name "Hybrid". A 
reinforced concrete floor on the ground is chosen for numerical analysis with the Hybrid solution. In 
the Hybrid solution, the temperature field used coarse mesh (single element) achieves the convergence 
to the measured results, and has higher accuracy than the corresponding solution obtained by Midas 
Civil software which uses conventional FEM. The difference between the temperature obtained by the 
Hybrid solution and the measured result is less than 5%. The boundary conditions are well modeled 
by the Hybrid formulation using Newton's cooling law applied to convective boundaries. 

Keywords: Degree of cement hydration, Hybrid finite elements, early-aged concrete, heat flux. 
Classification code: 11.2 
1. Giới thiệu 
Chưa có nhiều nghiên cứu trong việc sử 

dụng phần tử Hybrid cho bài toán phân tích 
nhiệt thủy hóa của kết cấu bê tông mới đổ, 
trong khi với phần tử hữu hạn (PTHH) thông 
thường (conventional elements) đã được 
dùng phổ biến cho bài toán này. Thế mạnh 

của phần tử Hybrid là đa thức xấp xỉ với hàm 
dạng, có thể dùng hệ lưới thô, phần tử không 
cấu trúc v.v… được áp dụng rất phù hợp cho 
bài toán truyền nhiệt của kết cấu bê tông khi 
các trường nhiệt độ và độ thủy hóa được mô 
hình rất tốt so với kết quả đo cũng như kết 
quả của PTHH thông thường. 
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Tại Việt Nam, các nghiên cứu về sử 
dụng phần tử Hybrid cho phân tích nhiệt thủy 
hóa của kết cấu bê tông mới đổ chưa được 
công bố (trên các tạp chí chuyên ngành). Các 
quy định/ tiêu chuẩn liên quan đến nhiệt thủy 
hóa còn rất hạn chế dù đã có nhiều công trình 
bị nứt do nhiệt thủy hóa gây ra. 

Mặc dù việc khống chế nhiệt độ trong bê 
tông khối lớn có được quy định trong 
TCXDVN 305:2004. Bê tông khối lớn – Quy 
phạm thi công và nghiệm thu [1] nhưng tiêu 
chuẩn không quy định về phương pháp phân 
tích thủy hóa, trong khi chỉ đưa ra một số 
điều kiện chung nhằm hạn chế nứt trong bê 
tông như phải khống chế nhiệt độ chênh lệch 
∆T ≤ 20 oC và mô đun chênh nhiệt độ MT ≤ 
50 oC/m. Để kiểm soát được nhiệt thủy hóa 
khối bê tông trong quá trình thi công phải đặt 
các thiết bị đo nhiệt độ tại nhiều vị trí khác 
nhau. Cách làm này thường gây tốn kém và 
phức tạp cho thi công. 

So với FEM thì phần tử “Hybrid” được 
ra đời muộn hơn và đây là một dạng phần tử 
“nonconventional”. Phần tử Hybid cũng đã 
được áp dụng khá nhiều trong các bài toán cơ 
học [2] - [5]. Phân tích bài toán truyền nhiệt 
dùng phần tử Hybrid được một số tác giả 
trong [6], [7] nghiên cứu tuy nhiên mới ở các 
dạng benchmark và chưa ứng dụng vào lĩnh 
vực xây dựng, đặc biệt là bài toán truyền 
nhiệt trong bê tông mới đổ với nguồn nhiệt 
do thủy hóa của xi măng tạo ra. 

Do đó, lời giải bài toán truyền nhiệt 
trong bê tông mới đổ dùng phần tử Hybrid sẽ 
được xây dựng và phát triển, nhằm tận dụng 
các điểm mạnh của loại phần tử này, đồng 
thời để kiểm soát được các trường nhiệt độ 
và độ thủy hóa. 

2. Mô hình toán học của bài toán 
truyền nhiệt có nguồn nhiệt do thủy hóa 
của xi măng 

2.1. Các phương trình cơ bản 
Phương trình dẫn nhiệt dựa trên nguyên 

lý bảo toàn năng lượng và định luật Fourier 
cho vật thể rắn (solid) có thể biểu diễn dưới 
dạng sau: 

T c T Q+ =∇ σ   trong V (1) 
T=ε ∇  trong V (2) 

= −σ εk  trong V (3) 
Trong các biểu thức trên: T là nhiệt độ; 
{ }/ / /T x y z= ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∇  là Gradient vectơ; 

σ  là vectơ dòng nhiệt (heat flow); c là nhiệt 
dung riêng thể tích, T  là độ biến thiên nhiệt 
độ (theo thời gian); ε là Gradient nhiệt độ; k 
là ma trận hệ số dẫn nhiệt (W/m/K). Q  là 
nguồn nhiệt (heat source) có đơn vị là 3/W m . 
Nguồn nhiệt được định nghĩa theo độ thủy 
hóa như sau: 

( ) ( )Q t Q tα∞=   (4) 
Trong đó: α là độ thủy hóa (cement 

hydration degree); Q∞ là nhiệt thủy hóa cuối 
cùng (lớn nhất). 

Tốc độ thủy hóa (the rate of cement 
hydration degree) được biểu diễn trên cơ sở 
của dạng định luật Arrhenius cho phản ứng 
hóa học của phản ứng thủy hóa xi măng, 
được viết dưới dạng: 

( ) ( / )T aA f exp E RTα α= −  (5) 
Trong đó: AT là hằng số tốc độ phản ứng; 

Ea là năng lượng hoạt hóa của phản ứng thủy 
hóa (J/mol); R là hằng số universal gas, R = 
8.314 J/mol/K và ( )f α  là “hàm thủy hóa” 
[8], [9] được xác định bằng thực nghiệm, 
thường thông qua một đường cong đầu vào 
của sự tăng nhiệt độ trong môi trường đoạn 
nhiệt. Hàm này có thể được xác định bằng 
một xấp xỉ tuyến tính hoặc bằng các xấp xỉ 
phi tuyến [9], ví dụ: 

2 3

1 1

( )
k k

1f
k 1 k
α αα

   −
=    −   

 (6) 

Các tham số 1k , 2k  và 3k  cần thỏa điều 
kiện 1 3 1 2( )k k 1 k k= − . 

2.2. Điều kiện biên và điều kiện ban 
đầu 

Điều kiện trên biên áp đặt dòng nhiệt 
( , )q t x  như sau: 

T q=σn  trên Γq (7) 
Điều kiện trên biên đối lưu: 

( )T
c ah T T= −σn  trên Γc (8) 

Điều kiện trên biên bức xạ và biên có 
bức xạ đồng thời với đối lưu: 

( )4 4T
r ah T T= −σn  trên Γr (9) 
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( )T
cr ah T T= −σn  trên Γcr (10) 

Điều kiện trên biên tiếp xúc: 
( )T

cd kh T T= −σn  trên Γc (11) 
Trong các biểu thức trên: n là vector 

pháp tuyến đơn vị (chỉ phương) của biên 
phần tử; Ta là nhiệt độ không khí; hc, hr, hcr, 
hcd lần lượt là các hệ số truyền nhiệt do đối 
lưu, bức xạ, đối lưu – bức xạ và do tiếp xúc; 
Tk là nhiệt độ trên biên tiếp xúc.Các điều kiện 
biên từ (7) đến (11) được gọi là điều kiện 
biên Neumann.  

Điều kiện biên Dirichlet khi trên biên có 
áp đặt nhiệt độ ( , )T t x  như sau: 

T T=  trên ΓT (12) 
Điều kiện ban đầu của bài toán sẽ là: 

0 0T T at t t= =  trong V (13) 

0 0at t tα α= =  trong V (14) 
Trong đó: T0 và α0 lần lượt là giá trị của 

nhiệt độ và độ thủy hóa tại thời điểm ban đầu 
t0. 

3. Mô hình phần tử Hybrid của bài 
toán truyền nhiệt có nguồn nhiệt do thủy 
hóa của xi măng 

TD

q
N

VD N

 
Hình 1. Miền và biên của phần tử điển hình Hybrid. 

Hình 1 biểu diễn một phần tử Hybrid 
trên đó có hai biên tổng quát, Diriclet (ΓD) và 
Neumann (ΓN) tương ứng có áp đặt nhiệt độ 
(TD) và dòng nhiệt (qN), là các hàm có thể 
phụ thuộc theo không gian (x,y,z) và thời 
gian (t). Có thể biểu diễn điều kiện trên hai 
biên tổng quát như sau: 

DT T=  trên ΓD (15) 
T

Nq=σn  trên ΓN (16) 
Dạng yếu (weak form) của phương trình 

dẫn nhiệt (1) và điều kiện trên biên Dirichlet 
(15) được viết như sau: 

( )T T c T Q dV+ − =∫ Θ ∇ σ 0  (17) 

( )T
D DT T dΓ− =∫ ϕ 0  (18) 

Trong (17) và (18): Θ và ϕ lần lượt là các 
vector hàng tương ứng của cơ sở xấp xỉ (hàm 
thử) trên miền và biên xấp xỉ, có dạng: 

{ }1 2 Vj NΘ Θ Θ Θ=Θ    (19) 

{ }1 2 j NΓ
ϕ ϕ ϕ ϕ=ϕ    (20) 

Nhiệt độ và độ thủy hóa được xấp xỉ: 
T =ΘΤ  trong V (21) 
α =Θα  trong V (22) 

Trong (21) và (22): T và α lần lượt là 
các vector cột đại diện cho biên độ của nhiệt 
độ và độ thủy hóa. 

Các cơ sở xấp xỉ dùng đa thức Legendre 
có dạng: 

( , , ) ( ) ( ) ( )j p q rL L LΘ ξ η ζ ξ η ζ=  (23) 
Phép xấp xỉ (22) được sử dụng để thiết 

lập dạng yếu (weak form) cho phương trình 
nguồn nhiệt thủy hóa như sau: 

( )

T

T a
T

Q dV

EA f exp dV
RT

α

α

∞

  −
− =  

  

∫

∫

Θ

Θ 0



 (24) 

Đại lượng đầu tiên của dạng yếu (17) 
được tích phân từng phần để tạo các thành 
phần trên biên và sau đó sẽ áp đặt điều kiện 
biên trên đó: 

( )T T T

T T

dV d

c T dV Q dV

Γ− +

+ − =

∫ ∫
∫ ∫

∇ Θ σ Θ σ

Θ Θ

n

0
 (25) 

Đại lượng liên quan đến điều kiện biên 
trong công thức (25) được chia theo hai biên 
thành phần là Neumann và Dirichlet của 
phần tử: 

T T T T
N

T T
D

d d

d

Γ Γ

Γ

=

+

∫ ∫
∫

Θ σ Θ σ

Θ σ

n n

n
 (26) 

Xấp xỉ dòng nhiệt độc lập với các biến 
khác trên biên Dirichlet của phần tử một cách 
tổng quát được thể hiện: 

Dq on Γ=ϕ q  (27) 
Khi đó (26) sẽ là: 

T T T T
Nd dΓ Γ= +∫ ∫Θ σ Θ σn n Bq  (28) 

Với:  
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T
DdΓ= ∫ Θ ϕB  (29) 

Biên Neumann (ΓN) của phần tử được 
tách thành các biên thành phần mà trên đó có 
các điều kiện khác nhau: Biên đối lưu (Γc), 
biên đối lưu-bức xạ (Γcr), biên tiếp xúc (Γcd) 
để thỏa mãn các điều kiện từ (7) đến (11). 
Khi đó biểu thức dạng yếu (25) trở thành: 

( )

h k q

+ + +

= + + −

H T K C T B q
Q Q Q Q




 (30) 

Các ma trận và vector trong (30) được 
tính như sau: 

T c dV= ∫ Θ ΘH  (31) 

( ) ( )T dV= ∫ ∇ Θ ∇ ΘK k  (32) 
TQ dV= ∫ ΘQ   (33) 

T T
c c cr cr

T
cd cd

h d h d

h d

Γ Γ

Γ

= +

+

∫ ∫
∫

Θ Θ Θ Θ

Θ Θ

C
 (34) 

( )4 4

T T
h c a c cr a cr

T
r a r

h T d h T d

h T T d

Γ Γ

Γ

= +

+ −

∫ ∫
∫

Θ Θ

Θ

Q
 (35) 

T
k cd cdk

h T dΓ= ∫ ΘQ  (36) 
T

q qq dΓ= ∫ ΘQ  (37) 
Điều kiện về tương thích (liên tục) trên 

biên Dirichlet (18) có thể viết thành: 
T T

D DT dΓ= ∫Τ ϕB  (38) 
Vế phải của (38) được tách thành các biên 

thành phần mà trên đó có dòng nhiệt hoặc 
biên “cản nhiệt”, dẫn đến: 

T
rs T k− =Τ ΤB R q + R  (39) 

Trong đó: 
T

rs rs rsh dΓ= ∫ ϕ ϕR  (40) 
T

T TT dΓ= ∫Τ ϕ  (41) 
T T

k k i k rsT d T dΓ Γ= +∫ ∫ϕ ϕR  (42) 
Điều kiện (24) được viết thành: 

α α=αQ A  (43) 
Với, 

T Q dVα ∞= ∫ Θ ΘQ  (44) 

( )T a
T

EA f exp dV
RTα α

  −
=   

  
∫ΘA  (45) 

4. Hệ phương trình tuyến tính Hybrid 
và sơ đơ đồ thuật toán giải bài toán phi 
tuyến 

Hệ phương trình để giải được xây dựng 
từ hai phương trình đã lập, (30) và (39) để 
tìm lời giải nhiệt độ và dòng nhiệt, kết hợp 
với phương trình (43) để xác định thủy hóa. 
Các phương trình này là phi tuyến theo cả 
không gian và thời gian nên cần sử dụng 
phương pháp phù hợp để giải. Để rời rạc theo 
thời gian thì quy luật hình thang và phương 
pháp Crank-Nicolson được áp dụng. Sau đó 
sử dụng phương pháp Newton-Raphson để 
tuyến tính hóa hệ phương trình phi tuyến đã 
nêu trên, dẫn đến hệ phương trình tuyến tính 
có ẩn số là nhiệt độ, dòng nhiệt và độ thủy 
hóa tương ứng với từng time step như sau: 

n
e e

T n
c cr

′ −    
=     ′ −−    

R RS B T
R RB R q




 (46) 

n n
hα α′= +αQ Q T R  (47) 

Hệ ba phương trình (46) và (47) được 
giải bằng chương trình máy tính (supporting 
program – Fortran language) theo trình tự thể 
hiện trên sơ đồ hình 2. 

5. Áp dụng 
Ứng xử nhiệt thủy hóa của bê tông mới 

đổ dùng phần tử Hybrid sẽ được thể hiện 
trong một ví dụ khi phân tích trường nhiệt độ 
cho kết cấu sàn trên nền cọc của một nhà kho 
kết cấu thép chức năng phức hợp kích thước 
trên mặt bằng, 143 m dài × rộng 41 m và 
chiều dày là 0.35 m, được xây dựng tại Porto, 
Bồ Đào Nha vào 2003 như hình 3. Bài toán 
này đã được phân tích tại [10] với phần tử 
hữu hạn thông thường bằng phần mềm 
DIANA. Để kiểm soát nhiệt độ và biến dạng, 
các censors đo nhiệt độ (hình 4a) và biến 
dạng theo hai phương được bố trí tại dải thi 
công đổ bê tông vào ngày 07/04/2003 (hình 
4b). Sensor kiểm soát nhiệt độ được bố trí 
cách mặt trên (điểm M1) và dưới (điểm M2) 
của sàn lần lượt là 50 mm như hình 5. Vị trí 
kiểm soát nhiệt độ nằm tại phân khu đổ bê 
tông ngày 07/04/2003. 

Lời giải phần tử Hybrid nhằm phân tích 
trường nhiệt độ tại các điểm kiểm soát (trùng 
các vị trí đo) do thủy hóa và ảnh hưởng bởi 
điều kiện môi trường (đối lưu trên bề mặt 
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sàn). Lời giải Hybrid sẽ được so sánh với giá 
trị tương ứng đo được và giá trị khi dùng 
phần mềm sử dụng phần tử hữu hạn thông 

thường (FEM), ở nghiên cứu này tác giả 
dùng phần mềm Midas Civil. 

Bắt đầu

Đọc dữ liệu vào từ files
Scale dữ liệu vào

Lời giải Điều kiện ban đầu

t = t + δt ≤ tanalysis

Kết thúc

Sai

CÁC VÒNG LẶP

Tính toán các chuỗi phi tuyến

Thiết lập & Giải hệ PT

Truyền nhiệt 

Thủy hóa

Hội tụ ?

Đúng

Tính các chuỗi phụ thuộc time step
Cập nhật lời giải cho bước kế tiếp

In kết quả thành files

SaiĐúng

46

47

 
Hình 2. Sơ đồ phân tích nhiệt thủy hóa bê tông mới đổ của lời giải PTHH Hybrid. 

 
Hình 3. Sàn của kho chứa sữa [10]. 

 
(a) Thi công lắp đặt sensor 

 đo nhiệt độ sát mặt trên của sàn. 
 

(b) Phân khu và hướng đổ bê tông. 
Hình 4. Lắp đặt sensor, phân khu vực và tiến độ đổ bê tông sàn [11]. 
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Hình 5. Điều kiện biên và mô hình phần tử Hybrid.  

Lựa chọn mô hình phân tích dùng 
phần tử Hybrid: Kích thước sàn theo hai 
phương ngang và dọc khá lớn 41 m × 143 m 
trong khi chiều dày sàn là 0.35 m, do đó có 
thể mô phỏng bài toán theo mô hình 2D, tức 
sự truyền nhiệt với môi trường chủ yếu thông 
qua mặt trên và mặt dưới của sàn (xem nhiệt 
độ không đổi theo không gian trên hai 
phương ngang và dọc). Mặt trên sàn tiếp xúc 
với không khí trong khi mặt dưới tiếp xúc 
với đất. Mô hình bài toán phẳng có một phần 
tử dạng chữ nhật với kích thước phần tử 
Hybrid là 1.00 m × 0.35 m, được thể hiện tại 
hình 5. 

Điều kiện biên và điều kiện ban đầu: 
Hình 5 thể hiện điều kiện biên của bài toán. 
Mặt trên của sàn tiếp xúc với không khí ở 
nhiệt độ thay đổi có hệ số đối lưu hc = 7.5 
W/m2/K, trong khi mặt dưới tiếp xúc với nền 
đất ở nhiệt độ được xem là không đổi (Tsoil = 
17 oC) có hệ số đối lưu hc = 4.5 W/m2/K. Hai 
mặt bên (cạnh AC và BD) áp đặt điều kiện 
adiabatic (đoạn nhiệt) với 0q = . Nhiệt độ 
ban đầu trong bê tông: T0 = 15.0 oC. Độ thủy 
hóa ban đầu: α0 = 0.05. Nguồn nhiệt thủy 
hóa được xác định từ phương trình nhiệt độ - 
thời gian trong điều kiện đoạn nhiệt, 

1.514 47 (1 )t
adiaT e− ×= + × − . 

Các thông số khác của bài toán được lấy 
như sau: Q∞ = 0.3929 MJ/kg; cc = 285 kg/m3; 
AT = 0.7189 GW/kg; Ea = 50 kJ/mol; R = 
8.314 J/mol/K; k = 2.6 W/m/K. Hàm thủy 
hóa f(α) được chuẩn hóa (normalization). 

Lời giải Hybrid áp dụng với chỉ 01 phần 
tử 04 nút với bậc đa thức xấp xỉ (dξ, dη) = (0, 
7), tức là hằng số theo phương ngang và bậc 
7 theo phương đứng (theo phương chiều dày 
sàn), khi đó véc tơ cơ sở xấp xỉ có kích thước 
Nv = (0+1)(7+1) = 8. Véc tơ cơ sở xấp xỉ 
nhiệt độ (T) và độ thủy hóa (α) của phần tử 
Hybrid như sau (sử dụng đa thức Legendre): 
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Sự hội tụ của bài toán được kiểm soát 
trong chương trình máy tính khi giải 
phương trình phi tuyến theo Newton-
Raphson (đã được tuyến tính hóa) cho các 
hệ (46) và (47). Nhiệt độ và độ thủy hóa 
tại các increment cho mỗi time step được 
đánh giá theo chuẩn về độ lệch có dạng: 
|Tn+1− Tn| ≤ Tol (∼ 10−8), với n là bước 
lặp. Kết quả nhiệt độ của lời giải Hybrid 
được so sánh với kết quả tương ứng khi đo 
và lời giải khi dùng phần mềm Midas Civil 
cho hai điểm kiểm soát M1 và M2 được thể 
hiện trên hình 6 và hình 7. Từ kết quả so 
sánh của các lời giải khác nhau và kết quả đo 
có thể nói rằng, nhiệt thu được từ lời giải 
dùng phần tử Hybrid sát với kết quả đo hơn 
so với kết quả của FEM khi dùng Midas 
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Civil. Nhiệt độ lớn nhất tại điểm M1 là xấp xỉ 
30oC ở thời điểm 13 giờ tính từ lúc đổ bê 
tông, gần trùng thời điểm đạt giá trị nhiệt độ 
của kết quả đo. Nhiệt độ tại M1 biến thiên 
theo thời gian và phản ánh khá rõ sự ảnh 
hưởng của nhiệt độ môi trường trên biên này 
(biên có cạnh AB, biên đối lưu với không khí 
có nhiệt độ không khí thay đổi khá nhiều). 
Như vậy có thể kết luận rằng, công thức 
Hybrid đã mô hình rất tốt điều kiện biên đối 
lưu (biên Robin). Nhiệt độ tại M2 có giá trị 

lớn nhất xấp xỉ 32.8 oC tại thời điểm 14 giờ. 
Sự dao động (lên xuống) của nhiệt độ tại M2 
cũng ít hơn so với tại M1 vì nhiệt độ trong 
nền đất không đổi (17oC). Giá trị nhiệt độ lớn 
nhất và thời điểm đạt nhiệt độ cao nhất tại M2 
cũng gần trùng với kết quả đo, chênh lệch 
giữa hai kết quả chưa đến 2 %. Sự thay đổi 
nhiệt độ theo thời gian tại ba thời điểm trong 
khối bê tông (dạng 3D - solid) được thể hiện 
trên hình 8 cho thấy sự ảnh hưởng của điều 
kiện biên. 

  
Hình 6. Sự thay đổi nhiệt độ tại điểm M1. Hình 7. Sự thay đổi nhiệt độ tại điểm M2. 

 

 

12 oC  38 oC 
Hình 8. Biến thiên của nhiệt độ theo chiều dày sàn theo thời gian (bằng Midas Civil). 

6. Kết luận 
Lời giải số cho bài toán truyền nhiệt 

trong bê tông mới đổ có kể đến nguồn nhiệt 
tạo ra do thủy hóa của xi măng và trao đổi 
nhiệt trông qua các điều kiện biên đã được 
xây dựng thành công khi dùng phần tử 
Hybrid. Trường nhiệt độ và độ thủy hóa được 
xấp xỉ trên miền của bài toán, trong khi dòng 
nhiệt được xấp xỉ đồng thời và độc lập trên 
biên Dirichlet để tạo ra công thức “Hybrid”. 
Điểm mạnh của phần tử Hybrid đã được khai 
thác khi dùng lưới thô (ít phần tử) và khả 
năng linh hoạt trong việc tăng bậc của đa 
thức xấp xỉ mà không phụ thuộc vào hàm 
dạng. Trường nhiệt độ kiểm soát khi dùng lời 
giải Hybrid trong ví dụ áp dụng được so sánh 

với kết quả đo và lời giải số của phần mềm 
Midas Civil cho thấy sự hội tụ rất tốt của 
công thức Hybrid khi chỉ dùng một phần tử 
kết hợp với bậc 7 cho đa thức xấp xỉ 
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