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Tóm tắt: 

Trong bài báo này, tác giả xác định lời giải giải tích cho sóng đơn sử dụng phương trình Boussinesq mở rộng

của Madsen và Sørensen. Lời giải giải tích được xác định qua quá trình biến đổi toán học khi áp dụng hàm thế 

vận tốc cho phương trình Boussinesq ban đầu. Kết quả của lời giải sóng đơn là công thức tính cao độ mặt nước 

và vận tốc hạt nước theo phương ngang. Lời giải này được sử dụng như điều kiện ban đầu để mô phỏng sóng 

đơn hoặc sóng thần trong các mô hình số. Sóng đơn là một loại sóng có đặc trưng vật lý rất quan trọng trong 

tự nhiên và có đặc trưng riêng vì nó có thể duy trì được hình dạng và chiều cao sóng khi di chuyển trên quãng 

đường dài. Lời giải giải tích trong nghiên cứu này được kiểm chứng với các lời giải giải tích khác và cho thấy 

độ chính xác của lời giải. Kết quả từ nghiên cứu này sẽ giúp hiểu rõ hơn về động lực học sóng đơn và cung 

cấp thêm một công cụ hữu ích trong việc mô phỏng sóng khi sử dụng phương trình Boussinesq của Madsen 

và Sørensen. 

Từ khóa: Lời giải giải tích; Sóng đơn; Sóng thần; Phương trình Boussinesq mở rộng của Madsen và Sørensen. 

Abstract: 

In this paper, the author introduces an analytical solution for the solitary wave using the extended Boussinesq 

equations developed by Madsen and Sørensen in 1992. The solution is derived using a mathematical method, 

where the potential velocity is applied to the Boussinesq equations, resulting in analytical solutions for water 

surface elevation and horizontal particle velocity. The analytical solution is applied as an initial condition for 

the simulation of tsunami or solitary waves. The solitary wave is a crucial physical feature of many natural 

systems, such as ocean waves, and is characterized as a wave that retains its shape and height as it travels over 

long distances. To validate the proposed solution, the author compares the numerical results of the derived 

analytical solution with those of other solutions and finds a high degree of accuracy. The findings of this study 

contribute to a better understanding of the dynamics of solitary waves and provide a useful tool for the 

numerical simulation of water waves using the extended Boussinesq equations of Madsen and Sørensen. 

Keywords: Analytical solution; Solitary wave; Tsunami; Extended Boussinesq equations of Madsen and 

Sørensen.

1. Giới thiệu

Sóng đơn là một loại sóng đặc biệt bởi hình dạng và 

đặc trưng vật lý của nó. Như quan sát ảnh chụp thực 

tế trên hình 1, đây là loại sóng rất dài (thường là 

chiều dài không xác định) và không có chu kỳ. Đặc 

trưng này khác biệt hoàn toàn với các dạng sóng 

nước thông thường khác. Trong nghiên cứu [1], các 

tác giả cho thấy sóng đơn xuất hiện khá thường 

xuyên ở vùng biển nước nông và khu vực có đáy 

biển phẳng. Các điều kiện tự nhiên này khá giống 

với vùng biển khu vực Đồng bằng sông Cửu Long 

[2]. Tuy nhiên chưa có nhiều nghiên cứu hoặc báo 

cáo liên quan tới sự hình thành và phát triển sóng 
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đơn ở vùng biển này. Một thí nghiệm từ mô hình 

vật lý cho thấy sóng đơn có thể lan truyền đi khoảng 

cách rất xa với tốc độ truyền sóng và hình dạng sóng 

gần như không thay đổi trên đáy phẳng [3]. Thí 

nghiệm này còn cho thấy vận tốc truyền sóng phụ 

thuộc vào chiều cao sóng. 

 

Hình 1. Hình chụp thực tế sóng đơn trên biển. (b) 

chụp tại Mexico ngày 6 tháng 01 năm 2010; (c) chụp 

tại California ngày 3 tháng 5 năm 2012 [1]. 

Do hình dạng và đặc trưng của sóng đơn khá giống 

với sóng thần nên nó được sử dụng nhiều trong việc 

mô phỏng sự phát triển của sóng thần cũng như 

tương tác giữa sóng thần với các công trình ven biển 

[4]–[6]. Cho [4] đã dùng sóng đơn để xác định sự 

biến đổi chiều cao sóng thần khi sóng tràn lên một 

hòn đảo gần bờ. Silva [5] đã phát triển mô hình số 

và sử dụng thí nghiệm bằng mô hình vật lý để mô 

phỏng sóng đơn tương tác với các công trình bảo vệ 

bờ biển, trong khi đó Domínguez [6] đã sử dụng 

sóng đơn để xác định tải trọng sóng tác dụng lên 

công trình bảo vệ cảng và xác định sóng leo trên bãi 

biển. Sóng đơn cũng thường được sử dụng để đánh 

giá hiệu quả giảm sóng của các công trình bảo vệ 

bờ dạng kết cấu rỗng [7]–[9] hoặc để đánh giá độ ổn 

định của mô hình số [10]–[12]. 

Do sóng đơn là sóng phi tuyến, không có chu kỳ 

giống như các loại sóng nước khác nên để mô 

phỏng cần tìm được điều kiện ban đầu của sóng đơn 

phù hợp với từng loại mô hình mô phỏng sóng. 

Trong mô phỏng sóng đơn lan truyền tại vùng nước 

nông sử dụng phương trình phi tuyến nước nông, 

Wang [13] đã dùng lời giải giải tích cho sóng đơn ở 

vùng nước nông. Khi mô phỏng sóng bằng mô hình 

Boussinesq của Nwogu, Wei và Kirby [11] cũng đã 

tìm lời giải giải tích cho sóng đơn với mô hình này. 

Trong nghiên cứu này, tác giả đề xuất lời giải giải 

tích cho sóng đơn đối với các mô hình số sử dụng 

phương trình Boussinesq của Madsen và Sørensen. 

2. Lời giải giải tích cho sóng đơn 

Để xác định được lời giải giải tích cho sóng đơn 

[14], trước hết tác giả biến đổi phương trình 

Boussinesq cơ bản (phương trình mô tả sóng truyền 

trong vùng nước nông, có biến là cao độ mặt nước 

và thành phần vận tốc) thành phương trình vi phân 

thường c biến là hàm thế vận tốc. Đây là dạng 

phương trình vi phân bậc 4. Từ phương trình này có 

thể xác định được các biến cần tìm là cao độ mặt 

nước ( ) và vận tốc hạt nước theo phương ngang  

(u ). Các giá trị này được sử dụng như điều kiện ban 

đầu để mô phỏng sóng đơn. Trong bài báo này, tác 

giả áp dụng theo phương pháp được mô tả ở trên để 

tìm lời giải giải tích cho sóng đơn sử dụng phương 

trình Boussinesq mở rộng của Madsen và Sørensen 

[15]. Phương trình Boussinesq mở rộng của 

Madsen và Sørensen được viết lại dưới dạng không 

thứ nguyên trong không gian một chiều như sau: 

( )
u

u 0
t x x


 

  
+ + =
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 (1) 

3

2

2

3

2

3

u u 1 u
u

t x x 3 x t

0
x


  


 

   
+ + − +
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
− =



 
 
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 (2) 

Trong đó,   là cao độ mặt nước,  u  vận tốc hạt 

nước theo phương ngang,   ( /a h= ) là thông số 

thể hiện tính phi tuyến của sóng,   ( /h L= ) là 

thông số thể hiện tính phân tán của sóng, a  là 

biênđộ sóng, h  là độ sâu nước, L  là chiều dài sóng, 

  ( 1/15= ) là hệ số hiệu chỉnh mô hình. Các biến 

trong phương trình (1) và (2) đều là biến không thứ 

nguyên. Trong các bước tính toán tiếp theo, hàm thế 

vận tốc   ( '=   =u x ) được sử dụng thay 

cho thành phần vận tốc hạt nước theo phương ngang 

u . Khi đó phương trình (1) và (2) trở thành: 
2

2
0

t x x x

  
 

    
+ + = 

    
 (3) 
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Thay phương trình (4) vào phương trình (3) ta được 

( )

2 2

, ,

2 2 2 2

2

4
2 2 2 4

2 2

2
x t x x t t x

1
O

3 x t
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 (5) 

Nếu ta dùng pha được định nghĩa  = −x Ct  (với 

C  là vận tốc pha sóng, sẽ được xác định ở phần sau) 

thì khi đó phương trình (5) có dạng 

( )2 2 2'' ' '' '''
1

1 C 3 C C 0
3

     − + + =   (6) 

Các dấu nháy ( ' ) và (" ) trong phương trình (6) cũng 

như trong các phương trình sau tương ứng là các 

đạo hàm bậc 1 và bậc 2. Tích phân phương trình (6) 

cho ta phương trình (7) như sau: 

( ) ( )' ' ''
22 2 2

1

3 1
1 C C C J

2 3
    − + + =   (7) 

Với 1J  là hằng số tích phân. Phương trình (7) được 

nhân với ( "2 ) và sau đó tích phân thêm một lần, 

ta được: 

( )( ) ( ) ( )' ' ''

'

2 3 22 2 2

1 2

1
1 C C C

3

2J J

    



− + +

= +

  (8) 

Với 2J  là hằng số tích phân. Các hằng số tích phân 

1J  và 2J  bằng 0 do các đạo hàm 

' " "' 0  = = =  khi  → . Lời giải giải tích 

của thành phần đạo hàm bậc 1 của hàm thế vận tốc 

có dạng sau: 

( )' 2Asech K =   (9) 

Thay phương trình (9) vào phương trình (8) ta được 

các giá trị A  và K  như sau: 
2 1C

A
C

−
=  (10) 

1 2
2

2 2

3 1

4 

 −
=  
 

C
K

C
 (11) 

Thay phương trình (9) vào phương trình (4) đồng 

thời sử dụng A  và K  trong hai phương trình (10)  

và (11) ta được phương trình đường mặt nước: 

( ) ( )2 4

1 2A sech K A sech K  = +  (12) 

Trong đó 1A  và 2A  là các hệ số được cho bởi: 

( ) ( )

( )

2 2

1 2 2

C 1 1 3 C 1
A

C 3 C 1



 

 − − −
 =

 − −
 

 (13) 

( ) ( )
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2
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2 2 2 2 2
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A

2 C 12 C 1 C 3 C 1



  

− + −
=
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  
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 (14) 

Thành phần vận tốc pha C  được xác định khi sử 

dụng điều kiện biên ( 0, 1 = = ) trong phương 

trình (12): 

( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

3
2 2

2
2 2

2 2

2

2 3 72 C

2 1 3 7 10 72 3 C

3 17 10 72 3 C

27 72 1 0

 

    

   

  
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− + + − + +

+ − + +

− + + =

  

  
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 (15) 

Trong vùng nước nông, 0 = , từ phương trình (15) 

có thể tìm được vận tốc lan truyền sóngC 1 = +

. Đây chính là công thức tính vận tốc sóng nước 

nông trong mô hình của Peregrine [16]. Như vậy, 

lời giải giải tích cho sóng đơn được thể hiện qua cao 

độ mặt nước và thành phần vận tốc hạt nước theo 

phương ngang: 

( )  ( ) 2 4

1 2
A sech K x Ct A sech K x Ct = − + −  (16) 

( )2u Asech K x Ct= −    (17) 

Với các hệ số không thứ nguyên được cho trong các 

công thức (10), (11), (13) và (14). Dưới dạng thứ 

nguyên, các hệ số này lần lượt được cho bởi các 

công thức sau: 
2C gh

A
C

−
=  (18) 

1 2
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K

h 4 C

 −
=  

 
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 
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A

2gh C 12 C gh C 3 C gh
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 

− + −
=

− − − −
(21) 



Vũ Văn Nghi 

23 

3. Kiểm chứng lời giải giải tích 

Kết quả từ lời giải giải tích trong nghiên cứu này 

được so sánh với lời giải cho sóng đơn của Wang 

[13] cũng như Wei và Kirby [11]. Cao độ mặt nước 

và hàm thế vận tốc trong nghiên cứu của Wang 

được thể hiện qua phương trình: 

( )

( )

2

W 0

4

0

sech k x ct x
1

sech k x ct x








= − −+

+ − − 

 (22) 

( )
1/ 2

W 0

4
tanhk x ct x

3
 

 
= − − 
 

 (23) 

Với ( )/ /k 3 4 1 = +  và c 1 = + . 

Cần lưu ý là lời giải giải tích trên đây được dựa 

trên phương trình Boussinesq nước nông.Trong khi 

đó, Wei và Kirby [11] phát triển lời giải giải tích cho 

sóng đơn dựa trên phương trình Boussinesq mở 

rộng của Nwogu [17], một dạng phương trình có thể 

mô phỏng sóng ở vùng nước chuyển tiếp. Cao độ 

mặt nước và thành phần vận tốc theo phương ngang 

trong lời giải của Wei và Kirby: 

( ) ( )2 4

WK 1 2
E sech F x Ct E sech F x Ct = − + −  (24) 

( )2

WKu Esech F x Ct= −  (25) 

Các hệ số E , 1E , 2E  và F được định nghĩa trong 

các công thức sau: 
2C 1

E
C

−
=  

( )/

2

1 2

C 1
E

3 1 3 C  

−
=

 + − 
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( )2

/
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2
2 2

2 2

C 1 1 3 2 C
E

2 C 1 3 C

 

  

− + +
= −

+ −
 

( )/

1 2
2

2 2

1 C 1
F

4 1 3 C  

 − 
=  

 + −   

 

Với  là hệ số hiệu chỉnh mô hình [17].  

3.1. Mất mát năng lượng của sóng đơn theo 

quãng đường di chuyển 

Một trong những đặc trưng cơ bản của sóng đơn là 

nó có thể di chuyển trên quãng đường dài, năng 

lượng bị tổn thất rất ít. Để kiểm tra đặc trưng cơ bản 

này của sóng đơn, sóng được mô phỏng truyền đi 

một quãng đường bằng 900 lần độ sâu nước (độ sâu 

nước 0.3=h  m), độ phi tuyến của sóng đơn ở mức 

trung bình ( 0.3 = ). Hình 2 cho kết quả so sánh ba 

lời giải giải tích được giới thiệu trong nghiên cứu 

này. Có thể nhận thấy các lời giải đều cho kết quả 

khá tốt với từ hai lời giải đầu với kết quả khá tương 

đồng với sai số dưới 2%, trong khi đó, lời giải trong 

nghiên cứu này cho kết quả dưới 0.5%. Chiều cao 

sóng đơn tăng nhẹ do tính phi tuyến của sóng nhưng 

sau đó duy trì ổn định suốt quãng đường di chuyển, 

điều đó chứng tỏ năng lượng sóng bị tổn thất rất ít 

trong quá trình lan truyền. 

 
Hình 2. Tổn thất năng lượng sóng đơn 

 trên quãng đường di chuyển.  

Khoanh tròn: lời giải giải tích của [11]; tam giác: lời 

giải giải tích của [13]; đường nét liền: lời giải giải 

tích trong nghiên cứu này. 

3.2. Ổn định của sóng đơn theo thời gian di 

chuyển 

Nếu năng lượng không bị ảnh hưởng theo khoảng 

cách di chuyển mà hình dạng và tốc độ của sóng 

đơn thay đổi thì nó chưa được xem là sóng ổn định 

khi truyền trên đáy phẳng. Về mặt lý thuyết nếu 

sóng truyền trên đáy phẳng, không có biến đổi địa 

hình, năng lượng sóng, hình dạng và tốc độ truyền 

sóng không đổi. 

Trong phần này, tác giả so sánh hình dạng của 

sóng đơn ở 2 thời điểm khác nhau ( 40t =  s và 

160t =  s) cho cả ba lời giải với hai trường hợp độ 

phi tuyến của sóng khác nhau ( 0.1 =  và 0.3 = ). 

Sóng đơn tại từng thời điểm được dịch chuyển một 

lượng Ct , với C  là vận tốc pha sóng được xác định 

từ công thức (15) và t  là thời gian di chuyển. Nếu 

không có sự biến đổi về năng lượng, hình dạng và 

tốc độ truyền sóng thì hình dạng sóng tại các thời 

điểm khác nhau sẽ giống nhau và trùng nhau. 
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Hình 3 cho kết quả mô phỏng sóng đơn khá 

tương đồng giữa các lời giải ở hai thời điểm khác 

nhau. Trường hợp này sóng đơn có độ phi tuyến yếu 

( 0.1 = ). 

 
(a) Wang 

 
(b) Wei & Kirby 

 
(c) Nghiên cứu hiện tại 

Hình 3. Sự lệch pha sóng đơn khi di chuyển thời 

gian dài (độ phi tuyến nhỏ, 0.1 = ). 

Với độ phi tuyến của sóng tăng ( 0.3 = ), hình 4 

cho ta thấy các lời giải giải tích đều có sự sai khác 

nhất định khi hình dạng sóng đều bị lệch so với vị 

trí ban đầu (tốc độ truyền sóng đều chậm) dù lời giải 

trong nghiên cứu này cho kết quả phù hợp nhất. 

Điều này có thể được giải thích khi hai lời giải ban 

đầu không áp dụng cho mô hình Boussinesq mở 

rộng của Madsen và Sørensen. Do đó, việc sử dụng 

đúng điều kiện biên ban đầu phù hợp với mô hình 

số là rất quan trọng. 

 
(a) Wang 

 
(b) Wei & Kirby 

 
(c) Nghiên cứu hiện tại 

Hình 4. Sự lệch pha sóng đơn khi di chuyển thời 

gian dài (độ phi tuyến lớn, 0.3 = ). 

Hình 5 cho thấy cái nhìn trực quan hơn giữa kết quả 

của các lời giải giải tích tại thời điểm 160t = s. Rõ 

ràng khi độ phi tuyến sóng yếu, kết quả khá chính 

xác giữa các lời giải nhưng khi độ phi tuyến sóng 

tăng lên sẽ có sự khác biệt giữa các lời giải. 

 

(a) Độ phi tuyến nhỏ ( 0.1 = ) 
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(b) Độ phi tuyến lớn ( 0.3 = ) 

Hình 5. Sự lệch pha sóng đơn với các lời giải 

 giải tích khác nhau. 

3.3. Ảnh hưởng của độ sâu nước tới lan truyền 

sóng đơn 

Từ các kết quả trên có thể thấy nếu sử dụng lời giải 

giải tích cho sóng đơn trong nghiên cứu này làm 

điều kiện ban đầu khi mô phỏng sóng áp dụng mô 

hình [15] sẽ cho kết quả phù hợp.  

 
Hình 6. So sánh pha và hình dạng sóng đơn ở vùng 

nước nông và vùng nước sâu. 

Để đánh giá ảnh hưởng của độ sâu nước đến lan 

truyền sóng đơn, tác giả sử dụng lời giải giải tích 

trong nghiên cứu này để mô phỏng sóng đơn ở vùng 

nước nông ( 0.05kh = ) và vùng nước sâu  

( 0.7kh = ) cho trường hợp độ phi tuyến lớn  

( 0.3 = ). Kết quả so sánh trên hình 6 cho thấy chỉ 

có sự khác biệt về pha sóng ở thời gian truyền sóng 

như đã phân tích ở trên, không có sự khác biệt ở hai 

vùng nước. Như vậy, có thể thấy độ sâu nước không 

ảnh hưởng đến kết quả mô phỏng sóng đơn. 

4. Kết luận 

Bài báo đã giới thiệu lời giải giải tích cho sóng đơn 

sử dụng phương trình Boussinesq mở rộng của 

Madsen và Sørensen [15]. Lời giải trong nghiên cứu 

này đã được kiểm chứng với các lời giải giải tích 

khác và cho thấy sự phù hợp. Năng lượng sóng 

được bảo toàn, vận tốc truyền sóng ổn định và lời 

giải không có sự khác biệt giữa các vùng nước khác 

nhau. Lời giải này cũng đặc biệt chính xác hơn nếu 

áp dụng cho mô hình số sử dụng phương trình 

Boussinesq mở rộng của Madsen và Sørensen. Lời 

giải có thể sử dụng làm điều kiện ban đầu khi mô 

phỏng sóng đơn, sóng thần lan truyền và tương tác 

với các công trình ven biển.  
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